
ตัวอย่างหนังสือ



ÊÒÃºÑÞ

ªÑé¹ÁÑ¸ÂÁÈÖ¡ÉÒ»‚·Õè 4
 • เซต
 • การใหเหตุผล
 • จำนวนจริง
 • ตรรกศาสตร
 • เรขาคณิตวิเคราะห
 • ภาคตัดกรวย
 • ความสัมพันธและฟงกชัน
 • ฟงกชันเอกซโพเนนเชียล
 • ฟงกชันลอการิทึม

ªÑé¹ÁÑ¸ÂÁÈÖ¡ÉÒ»‚·Õè 5
 • ฟงกชันตรีโกณมิติ
 • เมทริกซ
 • เวกเตอร
 • จำนวนเชิงซอน
 • หลักการนับเบื้องตน
 • ความนาจะเปน

ªÑé¹ÁÑ¸ÂÁÈÖ¡ÉÒ»‚·Õè 6
 • ลำดับและอนุกรม
 • แคลคูลัสเบื้องตน
 • สถิติ

7
8

12
14
18
22
24
29
34
35

37
38
43
49
54
58
61

63
64
69
75

(เมื่อ d = an + 1 - an)

an = a1 + (n - 1)d

พจนที่ n       พจนแรก       ผลตางรวม 

คะแนน
3
5
8
10
20
รวม

ความถี่ (f)
2
3
5
3
4
17

σ = - µ2
N

2
i∑fix

U

A B

อนิยาม
บทนิยาม
สัจพจน

ขอพิสูจน

ไมสมเหตุสมผล สมเหตุสมผล

ไมใชทฤษฎีบท ทฤษฎีบท

A
B

U

ดัตยอร

B

A

C
c b

a

u

w

v θ

θ

ªÑé¹ÁÑ¸ÂÁÈÖ¡ÉÒ»‚·Õè 4

U

A B

U

A B

อนิยาม
บทนิยาม
สัจพจน

ขอพิสูจน

ไมสมเหตุสมผล สมเหตุสมผล

ไมใชทฤษฎีบท ทฤษฎีบท

A
B

U

จํานวนจริง

จํานวนตรรกยะ

จํานวนตรรกยะที่ไมใชจํานวนเต็มจํานวนเต็ม

จํานวนเต็มลบ จํานวนเต็มบวก ทศนิยม เศษสวนศูนย

จํานวนอตรรกยะ

(Real Numbers : R)

(Irrational Numbers : Q')(Rational Numbers : Q)

(Integers : I)

(Negative Integers : I-) (Positive Integers : I+)

(Non Integers)

(Decimals) (Fractions)(Zero)

-3 4

-3
+ +-

4

ดัตยอร

0

Y

r

X

P(x, y)

C(h, k)

many-to-one
intof : A B

A B

-3 -2 -1

1
2
3

-1
-2
-3

0 1 2 3

Y

X

-b___
2a ,  4ac - b2_______

4a

Y

X

a > 0

Y Y

XX0 0

Book_KEY MAP ���������� �.���� ������������� ����������������� 100%.indd   6 21/2/2567   12:15:48

ตัวอย่างหนังสือ



7
ÊÒÃºÑÞ

ªÑé¹ÁÑ¸ÂÁÈÖ¡ÉÒ»‚·Õè 4
 • เซต
 • การใหเหตุผล
 • จำนวนจริง
 • ตรรกศาสตร
 • เรขาคณิตวิเคราะห
 • ภาคตัดกรวย
 • ความสัมพันธและฟงกชัน
 • ฟงกชันเอกซโพเนนเชียล
 • ฟงกชันลอการิทึม

ªÑé¹ÁÑ¸ÂÁÈÖ¡ÉÒ»‚·Õè 5
 • ฟงกชันตรีโกณมิติ
 • เมทริกซ
 • เวกเตอร
 • จำนวนเชิงซอน
 • หลักการนับเบื้องตน
 • ความนาจะเปน

ªÑé¹ÁÑ¸ÂÁÈÖ¡ÉÒ»‚·Õè 6
 • ลำดับและอนุกรม
 • แคลคูลัสเบื้องตน
 • สถิติ

7
8

12
14
18
22
24
29
34
35

37
38
43
49
54
58
61

63
64
69
75

(เมื่อ d = an + 1 - an)

an = a1 + (n - 1)d

พจนที่ n       พจนแรก       ผลตางรวม 

คะแนน
3
5
8
10
20
รวม

ความถี่ (f)
2
3
5
3
4
17

σ = - µ2
N

2
i∑fix

U

A B

อนิยาม
บทนิยาม
สัจพจน

ขอพิสูจน

ไมสมเหตุสมผล สมเหตุสมผล

ไมใชทฤษฎีบท ทฤษฎีบท

A
B

U

ดัตยอร

B

A

C
c b

a

u

w

v θ

θ

ªÑé¹ÁÑ¸ÂÁÈÖ¡ÉÒ»‚·Õè 4

U

A B

U

A B

อนิยาม
บทนิยาม
สัจพจน

ขอพิสูจน

ไมสมเหตุสมผล สมเหตุสมผล

ไมใชทฤษฎีบท ทฤษฎีบท

A
B

U

จํานวนจริง

จํานวนตรรกยะ

จํานวนตรรกยะที่ไมใชจํานวนเต็มจํานวนเต็ม

จํานวนเต็มลบ จํานวนเต็มบวก ทศนิยม เศษสวนศูนย

จํานวนอตรรกยะ

(Real Numbers : R)

(Irrational Numbers : Q')(Rational Numbers : Q)

(Integers : I)

(Negative Integers : I-) (Positive Integers : I+)

(Non Integers)

(Decimals) (Fractions)(Zero)

-3 4

-3
+ +-

4

ดัตยอร

0

Y

r

X

P(x, y)

C(h, k)

many-to-one
intof : A B

A B

-3 -2 -1

1
2
3

-1
-2
-3

0 1 2 3

Y

X

-b___
2a ,  4ac - b2_______

4a

Y

X

a > 0

Y Y

XX0 0

Book_KEY MAP ���������� �.���� ������������� ����������������� 100%.indd   7 21/2/2567   12:15:49

ตัวอย่างหนังสือ



àÃ¢Ò¤³ÔµÇÔà¤ÃÒÐË� (1)

จุดกึ่งกลางระหวางจุดระยะหางระหวางจุด

ความสัมพันธของเสนตรง

ความชันของเสนตรง

สมการเสนตรง

โพรเจกชัน 

ระบบพิกัดฉาก

ระยะหางระหวางจุด (x1, y1) และ (x2, y2)

ระยะหางระหวางจุด (x1, y1) และ (x2, y2)
x1 + x2

2 ,
y1 + y2

2(xm, ym) =

d = (x2 - x1)
2 + (y2 - y1)

2 

ระบบพิกัดฉากใชในการอางอิงตำแหนงบนระนาบ
ที่เกิดจากการตัดกันของแกน X และแกน Y

ที่จุดกำเนิด มีพิกัดเปน (0, 0) และแบงระนาบ
ออกเปน 4 สวน เรียกวา “จตุภาค (Quadrant)”

กำหนดให P เปนจุดและ L เปนเสนตรง
โพรเจกชันของ P บนเสนตรง L คือ
จุด P’ ที่ทำใหสวนของเสนตรง PP’ 

ตั้งฉากกับเสนตรง L

• รูปทั่วไปของสมการเสนตรง
 Ax + By + C = 0
 เมื่อ A, B, C เปนจำนวนจริง
 โดยที่ A และ B ไมเปนศูนยพรอมกัน
• รูปมาตรฐานของสมการเสนตรง 
 y = mx + c
 เมื่อ m คือ ความชัน และ c คือ 
 ระยะตัดแกน Y (x = 0)

ถากำหนดให m เปนความชันของเสนตรง L ที่ลากผาน
จุด P1(x1, y1) และ P2(x2, y2) แลว

y2 - y1
x2 - x1

y1 - y2
x1 - x2

m = หรือ m =

เสนตรงที่มีความชันเทากับ m และตัดแกน Y ที่จุด (0, c)
จะได y = mx + c เรียก c วาระยะตัดแกน Y

เสนขนาน
• ถา L1 และ L2 เปนเสนตรงที่ไมขนานกับแกน Y
 และมีความชันเทากับ m1 และ m2 ตามลำดับ 
• ถา L1 ขนานกับ L2 จะไดวา m1 = m2

เสนตั้งฉาก
• ถา L1 และ L2 เปนเสนตรงที่ไมขนานกับแกน Y 
 และมีความชันเทากับ m1 และ m2 ตามลำดับ 
• ถา L1 ตั้งฉากกับ L2 จะไดวา m1m2 = -1

Q2
(-, +)

Q3
(-, -)

Q4

0

(+, -)

Q1
(+, +)

ระยะตั้งฉากจากจุดไปยังเสนตรง ระยะหางระหวางเสนตรง

àÃ¢Ò¤³ÔµÇÔà¤ÃÒÐË� (2)

ระยะตั้งฉากจากจุดไปยังเสนตรง Ax + By + C = 0 ระยะหางระหวางเสนตรง Ax + By + C1 = 0 กับเสนตรง Ax + By + C2 = 0

d =  |Ax1 + By1 + C|
(A2 + B2) d =  |C1 - C2|

(A2 + B2)

22
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วงกลม

กรวย

เมื่อรอยตัดเปนระนาบขนานกับฐาน
ของกรวยหนาตัดที่ไดจะเปนวงกลม

เมื่อรอยตัดเปนระนาบที่ไมขนานกับฐาน
ของกรวยหนาตัดที่ไดจะเปนวงรี

• วงกลม คือ เซตของจุดบนระนาบ
 ซึ่งอยูหางจากจุดคงที่จุดหนึ่งบนระนาบ
 เปนระยะทางเทากันเสมอ
• จุดคงที่ คือ จุดศูนยกลาง 
• ระยะทางที่เทากัน คือ รัศมีของวงกลม

กรวย คือ รูปเรขาคณิตสามมิติที่มีฐานเปนรูปวงกลม
มียอดแหลมที่ไมอยูบนระนาบเดียวกันกับฐาน
และเสนตอระหวางจุดยอดและจุดใดๆ บนขอบ

ของฐานเปนสวนของเสนตรง

ขอควรจำ
1. ถา r2 > 0 เปนวงกลม 
2. ถา r2 = 0 ไมเปนวงกลม 
3. ถา r2 < 0 ไมเปนวงกลม

A
2 ,- B

2-
1
2

วงกลมที่มีจุดศูนยกลางที่ C(h, k) และรัศมียาว r หนวย
• สมการมาตรฐาน คือ (x - h)2 + (y - k)2 = r2
• สมการรูปทั่วไป คือ x2 + y2 + Ax + By + C = 0
 โดย จะมีจุดศูนยกลาง คือ  C

  รัศมียาวเทากับ r =    A2 + B2 - 4C

r

h
l

ดัตยอร

ดัตยอร

0

Y

r

X

P(x, y)

C(h, k)

ตัวอยาง จงหาสมการของวงกลมที่มีจุดศูนยกลางที่จุด (-4, 6)
และรัศมียาว 5 หนวย
วิธีทำ จากโจทยจะได h = -4, k = 6, r = 5
  นำไปแทนคาในสมการไดดังนี้
   (x - h)2 + (y - k)2 = r2
          (x - (-4))2 + (y - 6)2 = 52

        x2 + 8x + 16 + y2 - 12y + 36 = 25
                x2 + y2 + 8x - 12y + 27 = 0 พาราโบลา (1)

ÀÒ¤µÑ´¡ÃÇÂ (2)

พาราโบลา คือ เซตของจุดทุกจุดบนระนาบ ซึ่งอยูหางจากเสนคงที่
เสนหนึ่งบนระนาบ และจุดคงที่จุดหนึ่งบนระนาบนอกเสนคงที่นั้น

เปนระยะทางเทากันเสมอ

สวนประกอบของพาราโบลา
1. จุดที่ตรึงอยูกับที่ (จุดคงที่) เรียกวา “จุดโฟกัส”
2. เสนตรงที่ตรึงอยูกับที่ (เสนคงที่) เรียกวา “เสนบังคับหรือเสนไดเรคตริกซ”
3. เสนตรงที่ผานจุดโฟกัสและตั้งฉากกับเสนไดเรคตริกซของพาราโบลา เรียกวา 
 “แกนพาราโบลาหรือแกนสมมาตร (แกน X)”
4. จุดที่แกนพาราโบลาตัดกับเสนโคงของพาราโบลา คือ “จุดยอดของพาราโบลา”
5. สวนของเสนตรงที่ผานจุดโฟกัส และตั้งฉากกับแกนของพาราโบลา โดยที่จุดปลายทั้งสอง
 อยูบนโคงของพาราโบลา เรียกวา “เลตัสเรกตัม”

ตัวอยาง

จงหาสมการพาราโบลาที่จุดยอดอยูที่จุดกำเนิด
และมีแกน Y เปนแกนสมมาตร ถาโฟกัสของพาราโบลานี้
อยูบนเสนรอบวงของวงกลม x2 + y2 - 6x + 2y - 15 = 0
วิธีทำ
พาราโบลามีจุดยอด (h, k) = (0, 0) 
ดังนั้น พาราโบลานี้มีจุดโฟกัสอยูที่ (0, c)
จะได  จุด (0, c) อยูบนสมการวงกลม x2 + y2 - 6x + 2y - 15 = 0
  สมการมาตรฐานของพาราโบลา (x - h)2 = 4c(y - k)
  โฟกัสที่ F (h, k + c)
  สมการเสนไดเรคตริกซ คือ y = k - c
  แกนสมมาตรเปนแกน Y มีสมการแกนสมมาตร x = h
ดังนั้น  พาราโบลามีจุดยอด (h, k) = (0, 0) และ c = 3
  สมการ คือ (x - 0)2 = 4(3)(y - 0) หรือ x2 - 12y = 0
  หรือจุดยอด (h, k) = (0, 0) และ c = -5
  สมการ คือ (x - 0)2 = 4(-5)(y - 0) หรือ x2 + 20y = 0

สักฟโดุจดอยดุจ
(Vertex)

ซกิรตครเดไ
(Directix)

มัตกรเสัตลเ
(Latus Rectum)

แกนพาราโบลา
รตามมสนกแอืรห

Y

X
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สมการเอกซโพเนนเชียล

อสมการเอกซโพเนนเชียล

ฟงกชันใดเปนหรือไมเปนฟงกชันเอกซโพเนนเชียล
มีขอสังเกตดังนี้

ฟงกชันเอกซโพเนนเชียล คือ
ฟงกชัน f ={(x, y) ∈ R × R+ | y = ax, a > 0 และ a ≠ 1}

หลักทั่วไปในการแกสมการ
1. ถาโจทยมี 2 พจน ใหนำแตละพจนไวคนละขาง
 ของสมการ ทำฐานเลขยกกำลังใหเทากันแลว
 เทียบเลขชี้กำลัง
2. ถาโจทยมีมากกวา 2 พจน ใหจัดขางใดขางหนึ่ง
 ของสมการใหเทากับศูนยแยกตัวประกอบ 
 แลวพิจารณาคาของตัวแปร

1. ถา 0 < a < 1 (ฟงกชันลด) แลว ax > ay ก็ตอเมื่อ x < y
2. ถา a > 1 (ฟงกชันเพิ่ม) แลว ax > ay ก็ตอเมื่อ x > y

นำความรูเกี่ยวกับฟงกชันลดและฟงกชัน
เพิ่มของฟงกชันเอกซโพเนนเชียลมาใช นั่นคือ

ตัวอยาง
จงแกอสมการ

วิธีทำ จาก 
  จะได       x2 - 3x + 4 > x + 9
                x2 - 4x - 5 > 0
             (x - 5)(x + 1) > 0
  จุดแบงชวง x = 5 หรือ x = -1
 

  ดังนั้น เซตคำตอบของอสมการ คือ (-∞, -1) ∪ (5, ∞)

1
2

1
2

x   - 3x + 4 2 x + 9<
1
2

1
2

x   - 3x + 4 2 x + 9<

-1 5
++

1. f(x) = 1x เปนฟงกชันคงตัว ไมถือวาเปนฟงกชันเอกซโพเนนเชียล
 เพราะ 1x = 1
2. โดเมน คือ R, เรนจ คือ R+ และเปนฟงกชัน 1 - 1 
 จาก R ไปทั่วถึง R+

3. f(x) = cax, c ≠ 0, a > 0 และ a ≠ 1 ไมถือวาเปน
 ฟงกชันเอกซโพเนนเชียล 
 (c = an, n = 0, 1, 2, ... แลว f(x) เปนฟงกชันเอกซโพเนนเชียล)
4. กราฟตัดแกน Y ที่จุด (0, 1) เสมอ เพราะถา x = 0 แลว y = a0 = 1
5. ถา 0 < a < 1 เปนฟงกชันลด และ a > 1 เปนฟงกชันเพิ่ม
6. เนื่องจากเปนฟงกชัน 1 - 1 ดังนั้น ax = ay ก็ตอเมื่อ x = y
7. กราฟของ y = ax จะไมตัดแกน X
8. ถายายแกนใหมีจุดกำเนิดใหมเปน (h, k) ฟงกชันเอกซโพเนนเชียล
 จะอยูในรูป y - k = ax - h

9. กราฟของฟงกชันเอกซโพเนนเชียลมีลักษณะดังนี้
Y Y

XX0 0

เมื่อ 0 < a < 1 เมื่อ a > 1

¿˜§¡�ªÑ¹ÅÍ¡ÒÃÔ·ÖÁ (1)

สมบัติของลอการิทึม
ฟงกชันลอการิทึม คือ

ฟงกชัน f = {(x, y) ∈ R+ × R | y = logax, a > 0 และ a ≠ 1}
ซึ่งเปนฟงกชันผกผันของฟงกชันเอกซโพเนนเชียล {(x, y) ∈ R × R+

| y = ax, a > 0 และ a ≠ 1} จาก x = ay เขียนในรูป y = f(x)
ซึ่งกำหนดโดย y = loga x อานวา ลอการิทึม x ฐาน a 

หรือ ล็อกซ x ฐาน a

กราฟฟงกชันลอการิทึม y = loga x

ให a, M, N เปนจำนวนจริงบวก และ a ≠ 1
1. logaMN = logaM + logaN
2. loga    = logaM - logaN
3. logaM

N = N logaM
4. logaa = 1
5. loga1 = 0
6. logNM =          , N ≠ 1

7. alog N = N
8. logaM =          , M ≠ 1

9. logb a =          , b ≠ 1

10. loga  M =     loga M
11. loga  a

M = 

M
N

1
2
M
N

logaM
logaN

1
logMa1
logab

a

2

N

ขอสังเกตจากกราฟ
1. โดเมนของฟงกชันลอการิทึม คือ R+

2. เรนจของฟงกชันลอการิทึม คือ R
3. กราฟของ y = loga x, a > 0 และ a ≠ 1 
 จะผานจุด (1, 0) เสมอ เนื่องจาก loga 1 = 0
4. ถา a > 1 แลว y = loga x เปนฟงกชันเพิ่ม
 ถา 0 < a < 1 แลว y = loga x เปนฟงกชันลด
5. กราฟของ y = ax ไมตัดแกน Y
6. ฟงกชันลอการิทึม เปนฟงกชัน 1 - 1 จาก R+ ไปทั่วถึง R
7. โดยอาศัยสมบัติของฟงกชัน 1 - 1 จะไดวา loga x = loga y 
 ก็ตอเมื่อ x = y
8. เนื่องจาก y = loga x ก็ตอเมื่อ ay = x หรือ alog  x = x
9. กราฟของ y = loga x สมมาตรกับกราฟของ y = ax 
10. เมื่อเทียบเสนตรง y = x
11. ถาจุดกำเนิดใหมอยูที่ (h, k) ฟงกชันลอการิทึมอยูในรูป 
 y - k = loga (x - h) โดเมน คือ (h, ∞) และเรนจ คือ R

a

Y

0 (1, 0)
(1, 0)

)เพิ่มนัชกงัฟ( 1 > a )ดลนัชกงัฟ( 1 < a < 0

0

Y

XX
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อสมการลอการิทึมคา log ที่ควรทราบ

ลอการิทึมสามัญ

ลอการิทึมธรรมชาติ สมการลอการิทึม

¿˜§¡�ªÑ¹ÅÍ¡ÒÃÔ·ÖÁ (2)

ลอการิทึมธรรมชาติ คือ log ฐาน e เมื่อ e เปนจำนวนอตรรกยะ 
และ e มีคาประมาณ 2.718

logex เขียนแทนดวย In x เชน loge 5 เขียนแทนดวย In 5

ลอการิทึมสามัญ คือ ลอการิทึมที่มีฐานเปนสิบ 
นิยมเขียนโดยไมมีฐานกำกับ เชน log 2 หมายถึง log10 2 

ถา N เปนจำนวนเต็มบวกใดๆ และเขียน N ในรูป N0 × 10n

เมื่อ 1 ≤ N0 < 10 และ N เปนจำนวนเต็ม
ดังนั้น log N = log N0 + n
โดยเรียก log N0 วา แมนทิสซา (Mantissa) ของ log N
และเรียก n วา แคแรกเทอริสติก (Characteristic) ของ log N 1. log 2 ≈ 0.3010

2. log 3 ≈ 0.4771
3. log 5 = 1 - log 2 ≈ 0.6990
4. log 7 ≈ 0.8451

การแกอสมการลอการิทึม แกไดโดยใชความรู
เรื่องฟงกชันเพิ่มหรือฟงกชันลดมาชวยแกปญหา
นั่นคือ เมื่อ x1 > 0 และ x2 > 0 แลวจะได
1. ถา a > 1 แลว logax1 > logax2 ก็ตอเมื่อ x1 > x2
2. ถา 0 < a < 1 แลว logax1 > logax2 ก็ตอเมื่อ x1 < x2

1. สมการที่อยูในรูป logax = c ; x > 0, a > 0 และ a ≠ 1 
 จัดใหอยูในรูป ac = x
2. สมการที่อยูในรูป logax = logab ; x > 0, a > 0, b > 0 
 และ a ≠ 1 ใหปลด log เปน x = b
3. สมการเอกซโพเนนเชียลที่ไมสามารถทำใหฐานเทากันได
 ใหใส log ทั้งสองขางเพื่อหาคา
4. คาตัวแปรที่ไดตองตรวจคำตอบ โดยคาที่ไดจะเปนคำตอบ
 ก็ตอเมื่อแทนคาของตัวแปร ในสมการทุกพจนตองเปนจริง
 ตามนิยาม

การแกสมการลอการิทึม

การหาคา In x ทำไดโดยการเปลี่ยนใหเปนลอการิทึมสามัญ
ดังนั้น In x = logex =         = log x

log e
log x

0.4343

ªÑé¹ÁÑ¸ÂÁÈÖ¡ÉÒ»‚·Õè 5

B

A

C
c b

a

a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2nA =

แถวที่ 1

หลักที่ 1

... ... ......
am1 am2 ... amn

หลักที่ 2 หลักที่ n

แถวที่ 2

แถวที่ m

-1
5

3
-2

1
2
5

6
4
-1

3
7
-6

[1  5  7] 0
-1

2
4

10
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ฟงกชันผกผันของ
ฟงกชันตรีโกณมิติ

ฟงกชันอินเวอรส
ตรีโกณมิติของ (-x)

กฎของไซน
และกฎของโคไซน

¿˜§¡�ªÑ¹µÃÕâ¡³ÁÔµÔ (5)

arcsin (-x)    = -arcsin x  เมื่อ x ∈ [-1, 1]
arccos (-x)    = r - arccos x  เมื่อ x ∈ [-1, 1]
arctan (-x)    = -arctan x  เมื่อ x ∈ R
arccosec (-x)  = -arccosec x  เมื่อ x ∈ (-∞, -1] ∪ [1, ∞)
arcsec (-x = r - arcsec x  เมื่อ x ∈ (-∞, -1] ∪ [1, ∞)
arccot (-x)   = r - arccot x  เมื่อ x ∈ R

กฎของโคไซน
a2 = b2 + c2 - 2bc cos A
b2 = a2 + c2 - 2ac cos B
c2 = a2 + b2 - 2ab cos C

กฎของไซน

การกลาวถึงความสัมพันธของความยาวดาน
และขนาดของมุมภายในสามเหลี่ยม พิจารณา

รูปสามเหลี่ยม ABC ใดๆ โดยที่ a, b, c 
เปนความยาวของดานตรงขามมุม A, B, C

ตามลำดับ

B

A

C
c b

a

1. 

2. พื้นที่รูปสามเหลี่ยม ABC =
ab sin C = bc sin A = ac sin B

=sin A
a =sin B

b หรือsin C
c

=a
sin A

1
2

1
2

1
2

=b
sin B

c
sin C

นัชกงัฟ
y = arcsin x

y = arccos x

y = arccot x
y = arcsec x

y = arccosec x

y = arctan x

โดเมน
[-1, 1]

[-1, 1]

[R]
(-∞, -1] ∪ [1, ∞)

(-∞, -1] ∪ [1, ∞)

R

เรนจ
- π
2 , π2
[0, π]

[0, π]
0, π2  ∪ π

2 , π

- π
2 , 0  ∪ 0, π

2

- π
2 , π2

àÁ·ÃÔ¡«� (1)

ความหมายของเมทริกซ
ลักษณะของเมทริกซ

มิติของเมทริกซ

ชนิดของเมทริกซ (1)

ถา A เปนเมทริกซ ซึ่งมีแถวจำนวน m แถว และมีหลักจำนวน n หลัก
โดยที่ m และ n เปนจำนวนเต็มบวกใดๆ จะกลาววา A มีมิติ m × n

(จำนวนแถว × จำนวนหลัก) ถานำจำนวนแถว × จำนวนหลัก
จะเรียกกลุมคูณนี้วาเปนมิติของเมทริกซ หรือขนาดของเมทริกซ

สามารถเขียนแทนดวย A = [aij]m × n

จะใช aij แทนสมาชิกของเมทริกซ A
ที่อยูในตำแหนงแถวที่ i หลักที่ j

ตัวอยาง
ถา A มีมิติ m × n แลว A มีสมาชิกจำนวน m × n ตัว
ถา A มีมิติ 3 × 3 แลว A มีสมาชิกจำนวน 9 ตัว
ถา A มีมิติ 4 × 6 แลว A มีสมาชิกจำนวน 24 ตัว

a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2nA =

แถวที่ 1

หลักที่ 1

... ... ......
am1 am2 ... amn

หลักที่ 2 หลักที่ n

แถวที่ 2

แถวที่ m

1. นิยมใชอักษรตัวพิมพใหญภาษาอังกฤษ 
 A, B, C, D, … เปนชื่อเมทริกซ
2. จำนวนสมาชิกแตละจำนวนที่อยูภายใน [ ] 
 เรียกวา สมาชิกของเมทริกซ
3. สมาชิกที่เรียงกันในแนวนอน เรียกวา แถว
4. สมาชิกที่เรียงกันในแนวตั้ง เรียกวา หลัก
5. ใหสมาชิกของเมทริกซถูกแทนดวยอักษร
 ตัวพิมพเล็กภาษาอังกฤษที่มีตัวเลขสองตัว
 ไวขางขวา ในระดับต่ำลงไปเล็กนอย

กลุมของชุดขอมูลซึ่งมีการเรียงกันเปนแนวแถว
และแนวหลักอยูในสัญลักษณ ( ) หรือ [ ]
แตโดยทั่วไปแลวนิยมใชเครื่องหมาย [ ]

เมทริกซศูนย คือ เมทริกซที่สมาชิกทุกตัวเปนศูนย 
และใชสัญลักษณ [0] หรือ 0 เชน [0  0],        0

0
0
0

เมทริกซจัตุรัส คือ เมทริกซที่มีจำนวนแถว
เทากับจำนวนหลัก มีมิติ n × n เชน 

-1
5

3
-2 ,

1
2
5

6
4
-1

3
7
-6

เปนเมทริกซที่มี 1 แถว 3 หลัก

เปนเมทริกซที่มี 2 แถว 2 หลัก

เปนเมทริกซที่มี 3 แถว 1 หลัก

[1  5  7]
0
-1

2
4

10
-21
24

ตัวอยาง
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การดำเนินการ
บนเมทริกซ (4)

àÁ·ÃÔ¡«� (6)

อินเวอรสการคูณของเมทริกซ
1. เงื่อนไขที่จะมีอินเวอรสการคูณสำหรับเมทริกซจัตุรัส A ใดๆ 
 จะสามารถหาอินเวอรสการคูณของ A ไดก็ตอเมื่อ det(A) ≠ 0 
 และเขียนแทนอินเวอรสการคูณของเมทริกซ A ดวยสัญลักษณ A-1

2. การหาอินเวอรสของเมทริกซ
 2.1 เมทริกซ 1 × 1 ถา A = [a] และ a ≠ 0 แลว A-1 = 
 2.2 เมทริกซ 2 × 2 ถา A = 

 โดยที่ ad - bc ≠ 0 แลว A-1 = 
 2.3 สำหรับเมทริกซจัตุรัสใดๆ ที่เปน Nonsingular Matrix 
 สามารถหาอินเวอรสไดจากสูตร
 A-1 =         adj(A)

1
a

a
c

b
d

d
-c

-b
a

1
det(A)

1
det(A)

ให A, B, X เปนเมทริกซ โดยที่ A เปน 
Nonsingular Matrix ถา AX = B
แลว A-1(AX) = A-1(B)
 (A-1A)X = A-1(B)
        InX = A-1B
ดังนั้น X = A-1B นั่นคือ ถา AX = B แลว X = A-1 B 
เมื่อ A เปน Nonsingular Matrix

การแกระบบสมการเชิงเสน

สมบัติของอินเวอรสของเมทริกซ
กำหนดให A และ B เปน Nonsingular Matrix มิติเดียวกัน
1. (A-1) -1 = A
2. (AB) -1 = B-1A-1

3. (A-1)t = (At) -1
4. (An) -1 = (A-1)n เมื่อ n ∈ I+ 
5. (kA) -1 =    A-1 โดยที่ k ≠ 0
6. AA-1 = In = A-1 A 
7. ถา AB = AC = In แลว B = C = A-1

1
k

ตัวอยาง
จงแกระบบสมการ  3x + 2y = 5
  5x + 3y = 8
วิธีทำ  เขียนสมการเมทริกซแทนระบบสมการไดดังนี้

ดังนั้น x = 1 และ y = 1

3
5

2
3

x
y = 5

8
x
y = 5

8
3
5

2
3

-1

3
-5

-2
3

x
y = 5

8
x
y = (-1) -1-1
x
y = 1

1

1
9 - 10

àÇ¡àµÍÃ� (1)นิเสธของเวกเตอร

ความหมายของเวกเตอร
ลักษณะของเวกเตอร

นิเสธของเวกเตอร คือ เวกเตอรที่มี
ขนาดเทากัน แตมีทิศทางตรงขามกัน

เขียนแทนดวย -u (นิเสธของเวกเตอร u) 

u u-

เวกเตอร คือ ปริมาณที่มีขนาดและทิศทาง
โดยจำแนกเปน 2 ประเภท ไดแก

1. ปริมาณสเกลาร คือ ปริมาณที่มีขนาดเพียงอยางเดียว 
 เชน ระยะทาง มวล เวลา ปริมาตร เปนตน
2. ปริมาณเวกเตอร คือ ปริมาณที่มีขนาดและทิศทาง
 เชน การกระจัด ความเร็ว ความเรง เปนตน

ภาพที่ใชแทนลักษณะของเวกเตอร คือ
สวนของเสนตรงที่มีหัวเปนลูกศร โดยที่

สวนของเสนตรงใชบอกขนาดของเวกเตอร 
และหัวลูกศรใชบอกทิศทางของเวกเตอร

 จากภาพ ใชสัญลักษณ (AB) แทนสวนของเสนตรง
ที่ระบุทิศจาก A ไป B อานวาเวกเตอรเอบี เรียก 

A วา จุดเริ่มตน (Initial Point) ของ (AB), เรียก B วา
จุดสิ้นสุด (Terminal Point) ของ (AB)

B

A

ให u เปนเวกเตอรใดๆ เขียนแทนนิเสธของ u ดวย -u เขียน u//v แทน u และ v
ขนานกันก็ตอเมื่อเวกเตอรทั้งสองมีทิศทางเดียวกันหรือทิศทางตรงขามกัน

จากภาพ v//w โดยมีทิศทางเดียวกัน,
u//v และ u//w โดยมีทิศทางตรงขามกัน

u

w

v θ

θ
ขอควรทราบ
1. เวกเตอร AB มีจุดเริ่มตนอยูที่ A และจุดสิ้นสุดอยูที่ B หรืออาจใชสัญลักษณ
 อื่นแทน เชน u, v
2. |AB| แทนขนาดของ AB และ |u| แทนขนาดของ u
3. เวกเตอรศูนย คือ เวกเตอรที่มีขนาดเทากับศูนย เขียนแทนดวยสัญลักษณ 0
4. u = v ก็ตอเมื่อเวกเตอรทั้งสองมีขนาดเทากัน และมีทิศทางเดียวกัน
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สังยุคของจำนวนเชิงซอน

กราฟของจำนวนเชิงซอน

การเขียนจำนวนเชิงซอน
ในรูปเชิงขั้ว

สมบัติคาสัมบูรณ
ของจำนวนเชิงซอน

¨íÒ¹Ç¹àªÔ§«ŒÍ¹ (3)

สมบัติของสังยุคของจำนวนเชิงซอน
1. ถา z1 และ z2 เปนจำนวนเชิงซอน จะไดวา
 1.1 z1 + z2 = z1 + z2
 1.2 z1- z2 = z1- z2
 1.3 z1∙ z2 = z1· z2

 1.4 (z-1) = (z)-1 =     เมื่อ z ≠ 0
 1.5 zn = (z)n เมื่อ n เปนจำนวนเต็ม
 1.6        =      เมื่อ z2 ≠ 0

2. ถา z เปนจำนวนเชิงซอนแลว z · z เปนจำนวนจริง 
 z · z = (a + bi)(a - bi) = a2 + b2 ∈ R
3. ถา z = z แลว z เปนจำนวนจริง
4. ถา z = -z แลว z เปนจำนวนจินตภาพแท

1
z

z1z2

z1
z2

สังยุค (conjugate) ของจำนวนเชิงซอน z = a + bi
เขียนแทนดวยสัญลักษณ z โดยที่ z = a - bi

θ X

Y

(a, b)

จากรูป เปนเวกเตอรที่เขียนแทนจำนวนเชิงซอน a + bi
คือ เวกเตอรที่มีจุดตั้งตนที่ (0, 0) และจุดสิ้นสุดที่ (a, b)

จากกราฟ a = r cos θ
  b = r sin θ
  r = a2 + b2

       tan θ = 
ดังนั้น z = a + bi = r(cos θ + i sin θ)

b
a θ X

Y

(a, b)

1. ถา z เปนจำนวนเชิงซอน แลว |z| = a2 + b2

2. ถา z เปนจำนวนเชิงซอน แลว |z| = |-z| = |z|
3. ถา z1 และ z2 เปนจำนวนเชิงซอนแลว
 3.1 |z1 · z2| = |z1||z2|

 3.2       =     ; z2 ≠ 0

 3.3 |z1 - z2| ≥ ||z1| - |z2||
4. ถา z เปนจำนวนเชิงซอน แลว |z|2 = z · z
5. ถา z เปนจำนวนเชิงซอน แลว z-1 =      โดยที่ z ≠ 0
6. ถา z เปนจำนวนเชิงซอน แลว |z-1| = |z|-1

z1
z2

z1
z2

z
|z|2

สมการพหุนาม

¨íÒ¹Ç¹àªÔ§«ŒÍ¹ (4)

ถา z1 = r1(cos θ1 + i sin θ1)
 z2 =  r2(cos θ2 + i sin θ2)
แลว  z1 · z2 =  r1r2[cos (θ1 + θ2) + i sin (θ1 + θ2)]
         =      [cos (θ1 - θ2) + i sin (θ1 - θ2)]; z2 ≠ 0

r1
r2

z1
z2

การหาจำนวนเชิงซอนที่อยูในรูป
เลขยกกำลัง ดวยจำนวนเต็มบวก
และรากที่ n ของจำนวนเชิงซอน

การคูณและการหาร
จำนวนเชิงซอนในรูปเชิงขั้ว

        หลักในการแกสมการในระบบจำนวนเชิงซอน
1. จัดสมการใหอยูในรูป P(x) = 0
2. นำ P(x) มาแยกตัวประกอบโดยใชทฤษฎีบท
 ตัวประกอบรวมกับการหารสังเคราะห
3. หาตัวแปร x ไดจากการสรุปแตละตัวประกอบ
 เทากับศูนย ในกรณีที่ตัวแปร x ที่มีดีกรีสอง
 (ax2 + bx + c) ไมสามารถแยกตัวประกอบได 
 ใหหาคา x จากสูตร x = -b ± b2 - 4ac

2a

สมการพหุนามตัวแปรเดียว คือ 
สมการ anx

n + an - 1x
n – 1 + an - 2x

n – 2 + … + a1x + a0 = 0
เมื่อ n เปนจำนวนเต็มบวก

และ an, an - 1, an - 2, …, a1, a0 เปนสัมประสิทธิ์ของพหุนาม
ที่เปนจำนวนจริง โดยที่ an ≠ 0

ทฤษฎีบทหลักมูลของพีชคณิต
ถา p(x) เปนพหุนามที่มีดีกรีมากกวาศูนย แลว สมการ p(x) = 0

จะมีคำตอบที่เปนจำนวนเชิงซอนอยางนอยหนึ่งคำตอบ

     ทฤษฎีบทของเดอมัวร (De Moivre’s Theorem)
ถา z = r (cos θ + i sin θ) เปนจำนวนเชิงซอนในรูปเชิงขั้ว
และ n เปนจำนวนเต็มบวกแลว
จะได  zn = rn(cos (nθ) + i sin (nθ)); n ∈ I+

        z  = r
เมื่อ n ∈ I+ และ k = 0, 1, 2, …, n - 1

1
n

1
n θ + 2kπ

n
θ + 2kπ

n+ i sin
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การสรางเหตุการณใหม

สมบัติความนาจะเปน
ความนาจะเปน
ของเหตุการณ

¤ÇÒÁ¹‹Ò¨Ðà»š¹ (2)

ความนาจะเปน  = 

    P(E)  =

E    แทน เหตุการณที่สนใจ
P(E) แทน ความนาจะเปนของเหตุการณ
n(E) แทน จำนวนสมาชิกของเหตุการณ
S แทน ผลลัพธทั้งหมดที่อาจจะเกิดขึ้น
n(S) แทน จำนวนสมาชิกของผลลัพธทั้งหมดที่อาจจะเกิดขึ้น

จำนวนผลที่เกิดในเหตุการณนั้น
จำนวนผลทั้งหมดที่อาจเกิดขึ้นได
n(E)
n(S)

ขอควรทราบ
1. ความนาจะเปนของเหตุการณใดๆ มีคาตั้งแต 0 ถึง 1 หรือ 0 ≤ P(E) ≤ 1
2. ความนาจะเปนของเหตุการณที่เกิดขึ้นแนนอนเทากับ 1 หรือ P(E) = 1
3. ความนาจะเปนของเหตุการณที่ไมมีโอกาสเกิดขึ้นเทากับ 0 หรือ P(E) = 0
4. เหตุการณซึ่งมีคา P(E) มาก มีโอกาสเกิดขึ้นมากกวาเหตุการณที่คา P(E) นอย

ถา S คือ แซมเปลสเปซ และ E คือ 
เหตุการณใดๆ แลว จะได
1. 0 ≤ P(E) ≤ 1
2. P(E) = 0 ก็ตอเมื่อ E = ∅
3. P(E) = 1 ก็ตอเมื่อ E = S
4. ถา A และ B เปนเหตุการณ เมื่อ A ⊂ B 
 แลวจะได P(A) ≤ P(B)

ให A และ B เปนเหตุการณใดๆ ในแซมเปลสเปซ S แลว
1. P(A ∪ B) = P(A) + P(B) - P(A ∩ B)
2. P(A ∪ B) = P(A) + P(B) เมื่อ A และ B 
 เปนเหตุการณที่ไมเกิดรวมกัน นั่นคือ A ∩ B = ∅
3. P(A - B) = P(A) - P(A ∩ B)
4. P(A) + P(A') = 1 หรือ P(A') = 1 - P(A)

ตัวอยาง  กำหนดให A และ B เปนเหตุการณในแซมเปลสเปซ ซึ่ง P(A) = 0.5, 
  P(B) = 0.3 และ P(A - B) = 0.3 จงหาคาของ P(A ∩ B), P(A ∪ B), P(A ∪ B)' และ P(A' - B')
1. P(A ∩ B) = P(A) - P(A - B) = 0.5 - 0.3 = 0.2
2. P(A ∪ B) = P(A) + P(B) - P(A ∩ B) = 0.5 + 0.3 - 0.2 = 0.6
3. P(A ∪ B)' = 1 - P(A ∪ B) = 1 - 0.6 = 0.4
4. P(A' - B') = P(A') - P(A' ∩ B') = 0.5 - 0.4 = 0.1

ªÑé¹ÁÑ¸ÂÁÈÖ¡ÉÒ»‚·Õè 6

(เมื่อ d = an + 1 - an)

an = a1 + (n - 1)d

พจนที่ n       พจนแรก       ผลตางรวม 

คะแนน
3
5
8
10
20
รวม

ความถี่ (f)
2
3
5
3
4
17

คะแนน
3
5
8
10
20

ความถี่ (f)
2
3
5
3
4

N = 17

ความถี่สะสม
2
5
10
13
17

คามากที่สุดในชั้นนั้น + คานอยที่สุดในชั้นที่สูงกวา
2

คานอยที่สุดในชั้นนั้น + คามากที่สุดในชั้นที่ต่ำกวา
2

พิสัย
ความกวางของอันตรภาคชั้น

ขอบบน + ขอบลาง
2

σ = - µ2
N

2
i∑fix

xi

x
15
2252

i
2
i

14
196

12
144

10
100

10
100

9
81

8
64

6
36

∑xi = 84
∑x  = 946
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ÅíÒ´ÑºáÅÐÍ¹Ø¡ÃÁ (1)

เลขนัยสำคัญ

เลขนัยสำคัญ

1. ลำดับจำกัด คือ ลำดับที่มีโดเมนเปนเซต {1, 2, 3, …, n} 
 ซึ่งมีจำนวนพจนที่แนนอน 
2. ลำดับอนันต คือ ลำดับที่มีโดเมนเปนเซตของจำนวนเต็มบวก
 ซึ่งมีจำนวนพจนมากจนนับไมถวน

ลำดับ คือ ฟงกชันที่มีโดเมนเปนเซตของจำนวนเต็มบวก
และเรนจเปนเซตของจำนวนจริง ลำดับ คือ ชุดตัวเลขที่เรียงกัน

อยางมีแบบแผน แบงออกเปน

การเขียนลำดับสามารถเขียนได 3 วิธี คือ
1. เขียนในรูปของฟงกชัน
2. เขียนเฉพาะสมาชิกของเรนจเรียงกันไป
3. เขียนในรูปของพจนทั่วไป หรือพจนที่ n ของลำดับ

(เมื่อ d = an + 1 - an)

• ลำดับเลขคณิต จะมีพจนทั่วไปเปนแบบสมการเสนตรงที่มีความชันเทากับ d
• ลำดับเรขาคณิต จะมีพจนทั่วไปเปนแบบสมการเอกซโพเนนเชียลที่มีฐานเทากับ r
• การหาพจนทั่วไปของลำดับแตละลำดับ บางครั้งอาจมีพจนทั่วไปหลายรูปแบบ
• ลำดับ 0, 0, 0, …, 0, … ไมเปนลำดับเรขาคณิต แตเปนลำดับเลขคณิตได เพราะหาคาของผลตางรวมไดเทากับ 0 
 แตหาคาอัตราสวนรวมไมได ดังนั้นแตละพจนของลำดับเรขาคณิตจะไมเทากับ 0

โดเมน คือ เซตของสมาชิกตัวหนาทั้งหมด
เรนจ คือ เซตของสมาชิกตัวหลังทั้งหมด

ถา d = 0 จะได an = a1 นั่นคือ ทุกพจนของลำดับ
จะมีคาเทากัน เรียกลำดับนี้วา ลำดับคงตัว

ลำดับเรขาคณิต คือ ลำดับซึ่งมีผลหารของพจนที่อยูติดกัน
เปนคาคงตัวสำหรับทุกๆ จำนวนเต็มบวก n เรียกคาคงตัวนี้วา

อัตราสวนรวม โดยพจนที่ n หรือพจนทั่วไปของลำดับเรขาคณิต คือ
an = a1r

n - 1

พจนที่ n     พจนแรก     ผลตางรวม

โดย an = a1 + (n - 1)d

พจนที่ n       พจนแรก       ผลตางรวม 

an + 1
an

an + 1
an

เมื่อ r = 

ลิมิตของลำดับ

ลิมิตของลำดับ

ÅíÒ´ÑºáÅÐÍ¹Ø¡ÃÁ (2)

ลิมิตของลำดับ คือ คาของ an เมื่อ n มีคามากขึ้นเรื่อยๆ
อยางไมมีที่สิ้นสุด (n → ∞) เขียนแทนดวยสัญลักษณ 

อานวา ลิมิตของ an เมื่อ n → ∞ (lim ยอมาจากคำวา limit)
n → ∞
lim an

การพิจารณาหาลิมิตของลำดับทำไดโดยการ
แยกพิจารณาลำดับตางๆ ออกเปน 3 ประเภท ดังนี้

1. คาของ an เขาใกลหรือเทากับคาคงที่คาหนึ่ง เมื่อ n → ∞
2. คาของ an เพิ่มขึ้นหรือลดลงอยางไมมีขอบเขต เมื่อ n → ∞
3. คาของ an เพิ่มขึ้นหรือลดลงสลับกันไป เมื่อ n → ∞

ทฤษฎีบทที่ 3

ทฤษฎีบทที่ 1
ให r เปนจำนวนจริงบวกใดๆ จะไดวา        lim = 0

n → ∞
1
nr

และ หาคาไมไดlim nr
n → ∞

ถา x เปนจำนวนจริง จะไดวา
1. 

4. ถา x ≤ -1 แลวจะไดวา ลำดับ 
 x, x2, x3, x4, …, xn, … เปนลำดับแกวงกวัด

lim = 0 ถา -1 < x <1xr
n → ∞
lim = 1 ถา x = 1xr

n → ∞
2.

lim หาคาไมได ถา x > 1xr
n → ∞

3.

ทฤษฎีบทที่ 2

ให an, bn, tn เปนลำดับของจำนวนจริง และ A, B เปนจำนวนจริงใดๆ
c เปนคาคงตัวใดๆ ที่ lim an = A และ lim bn = B จะไดวา ถา tn = c แลว

ถา bn ≠ 0 ทุกจำนวนเต็มบวก n และ B ≠ 0 
แลว lim

n → ∞ n → ∞
1. lim tn = lim cn= cn → ∞ n → ∞
2. lim can = c lim an = cAn → ∞ n → ∞
3. lim (an + bn) = lim an + lim bn = A + Bn → ∞ n → ∞ n → ∞

4. lim (an - bn) = lim an - lim bn = A - Bn → ∞ n → ∞ n → ∞
5. lim (an ∙ bn) = lim an ∙ lim bn = A ∙ Bn → ∞

n → ∞

n → ∞ n → ∞

an
bn

= =n → ∞lim an

n → ∞lim bn

A
B

• ลำดับที่นำมาพิจารณาหาลิมิตนั้นตองเปนลำดับอนันตเทานั้น
• ลำดับที่ลิมิตเรียกวา ลำดับคอนเวอรเจนตหรือลำดับลูเขา
 เปนลำดับที่คาของ an เขาใกลหรือเทากับคาคงที่คาใดคาหนึ่ง 
 เมื่อ n → ∞ เชน 1,    ,   ,    , …,    , … 
• ลำดับที่ไมมีลิมิต เรียกวา ลำดับไดเวอรเจนต หรือลำดับลูออก
 เปนลำดับที่คาของ an ไมเขาใกลหรือเทากับคาคงที่คาใดคาหนึ่ง 
 เมื่อ n → ∞ เชน -1, -2, -3, -4, …, -n, …
• ลำดับแกวงกวัด เปนลำดับไดเวอรเจนต ซึ่งเปนลำดับมีพจนที่มีคา
 เปลี่ยนแปลงถี่เกินไป เชน 4, -4, 4, -4, …

1
2

1
3

1
4

1
n
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ทฤษฎีเกี่ยวกับลิมิต (2)

อนุกรม

ÅíÒ´ÑºáÅÐÍ¹Ø¡ÃÁ (3)

ให an เปนลำดับของจำนวนจริงที่มากกวาหรือเทากับ 0 
และให m เปนจำนวนเต็มที่มากกวาหรือเทากับ 2

ทฤษฎีบทที่ 4

ถา = lim an = L แลว lim an
anlimm =

n → ∞ n → ∞
n → ∞ Lmm

ทฤษฎีบทที่ 5

1. ถา s < t แลว lim An = 0

กำหนดให An = จะไดวาasn
s  + as - 1n

s - 1 + … + a1n + a0
btnt  + bt - 1n

s - 1 + … + b1n + b0 

n → ∞

2. ถา s = t แลว lim Ann → ∞

as
bt

3. ถา s > t แลว lim An หาคาไมได 
n → ∞

ทฤษฎีบทที่ 6
ถา a1, a2, a3, …, an, … เปนลำดับอนันต ซึ่งแตละพจน
มีเครื่องหมายบวกและลบสลับกัน
1. ถา lim |an| = 0 แลว ลำดับดังกลาวจะเปนลำดับ
 คอนเวอรเจนต และลิมิตของลำดับมีคาเทากับ 0
2. ถา lim |an| ≠ 0 แลว ลำดับดังกลาวจะเปนลำดับ
 ไดเวอรเจนต

n → ∞

n → ∞

สูตรการหาผลบวกยอย n พจนแรก
• 1 + 2 + 3 + … + n = 

หรือ ∑ i = (n + 1)n
i = 1

(n + 1) 

• 13 + 23 + 33 + … + n3 = (n + 1)

n
2

• 12 + 22  + 32  + … + n2  = (n + 1)(2n + 1)n
2

n
2

หรือ ∑ i2 = (n + 1)(2n + 1)n
i = 1

หรือ ∑ i3 =n
i = 1

n
6

n
2

2

(n + 1)n
2

2

สมบัติเกี่ยวกับเครื่องหมาย Σ (ซิกมา)

2. ให ai เปนพจนที่ i ของลำดับ และ k เปนคาคงตัว จะได ∑ ai
3. ให ai และ bi เปนพจนที่ i ของลำดับ จะได ∑ ai ± ∑ bi(ai ± bi) = ∑

1. ให ai = k เมื่อ k เปนคาคงตัว จะได ∑ ai  = ∑ k = nkn
i = 1

n
i = 1

n
i = 1

n
i = 1

n
i = 1

n
i = 1

อนุกรม คือ ผลบวกของพจนทุกพจนของลำดับ
ซึ่งแบงได 2 ประเภท ดังนี้

2. อนุกรมอนันต คือ อนุกรมที่เกิดจากลำดับอนันต 
 เมื่อ a1, a2, a3, …, an, … เปนลำดับอนันต 
 เขียนแทนอนุกรมอนันตดวย
 S∞ = ∑

1. อนุกรมจำกัด คือ อนุกรมที่เกิดจากลำดับจำกัด 
 เมื่อ a1, a2, a3, …, an เปนลำดับจำกัด 
 เขียนแทนอนุกรมจำกัดดวย 

n
i = 1

∞
i = 1

ai = a1 + a2 + a3 + … + an Sn = ∑

ai = a1 + a2 + a3 + ... 

อนุกรมเลขคณิต

อนุกรมเรขาคณิต

อนุกรม p

อนุกรมอนันต

ÅíÒ´ÑºáÅÐÍ¹Ø¡ÃÁ (4)

อนุกรมอนันต คือ ลิมิตของลำดับผลบวกยอย
ของอนุกรมนั้น เมื่อลำดับนั้นมีลิมิต

เขียนแทนดวยสัญลักษณ 

ใชสัญลักษณ ∑ (ซิกมา) มาชวยในการเขียนอนุกรมอนันตไดดังนี้
∞
i = 1 an = a1 + a2 + a3 + ...∑

1. ถา lim Sn = S เรียกอนุกรมอนันตดังกลาววาอนุกรมลูเขา
(อนุกรมคอนเวอรเจนต) ซึ่งมีผลบวกเทากับ S

n = ∞

2. ถา lim Sn หาคาไมได เรียกอนุกรมอนันตดังกลาววา 
อนุกรมลูออก (อนุกรมไดเวอรเจนต)

n = ∞

ถา Sn เปนผลบวก n พจนแรกของอนุกรมอนันตจะได

S โดยที่ S = lim Snn = ∞

อนุกรมเลขคณิต คือ อนุกรมที่เกิดจากการนำแตละพจน
ในลำดับเลขคณิตมาบวกกัน

เมื่อ a1, a1 + d, a1 + 2d, a1 + 3d, …, a1 + (n - 1)d เปนลำดับเลขคณิต
จะได a1 + (a1 + d) + (a1 + 2d) + (a1 + 3d)+ … + (a1 + (n - 1)d)
เปนอนุกรมเลขคณิต ซึ่งมี a1 เปนพจนแรกของอนุกรม และ d 

เปนผลตางรวมของอนุกรมเลขคณิต
ให Sn แทนผลบวก n พจนแรกของอนุกรมเลขคณิต คือ

n
2

n
2Sn = (a1 + an) หรือ Sn = [2a1 + (n - 1)d]

อนุกรม p คือ อนุกรมที่อยูในรูป เมื่อ p > 0 เชน∞
i = 1∑ 1

np 

1. ถา p ≤ 1 อนุกรม

2. ถา p > 1 อนุกรม

จะเปนอนุกรมลูเขา∞
i = 1∑ 1

np 
จะเปนอนุกรมลูออก∞

i = 1∑ 1
np 

,∞
i = 1∑ 1

n ,∞
i = 1∑ 1

n2 ∞
i = 1 4

3∑ 1
n

อนุกรมเรขาคณิต คือ อนุกรมที่เกิดจากการนำแตละพจน
ในลำดับเรขาคณิตมาบวกกัน

เมื่อ a1, a1r, a1r
2, a1r

3, …, a1r
n - 1 เปนลำดับเรขาคณิต

จะได a1 + a1r + a1r
2 + a1r

3 + … + a1r
n - 1 เปนอนุกรมเรขาคณิต

ซึ่งมี a1 เปนพจนแรกของอนุกรม และ r
เปนอัตราสวนรวมของอนุกรมเรขาคณิต

ให Sn แทนผลบวก n พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิต คือ

Sn = หรือ Sn = เมื่อ r ≠ 1
a1(r

n  - 1)
r - 1

a1(1 - rn)
1 - r
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การวัดตำแหนงที่ของขอมูล (2)

การวัดการกระจาย (1)Ê¶ÔµÔ (4)

พิสัย ใชสัญลักษณ R
• กรณีไมแจกแจงความถี่
 พิสัย = คาสูงสุด - คาต่ำสุด หรือ xmax - xmin 
• กรณีแจกแจงความถี่
 พิสัย = ขอบบนของอันตรภาคชั้นที่มีคาสูงสุด - ขอบลางของอันตรภาคชั้นที่มีคาต่ำสุด

สวนเบี่ยงเบนควอรไทล
ใชสัญลักษณ Q.D.

การวัดการกระจายสัมบูรณ (1)

Q3 - Q1
2Q.D. =

สวนเบี่ยงเบนเฉลี่ย ใชสัญลักษณ M.D. 
• กรณีไมแจกแจงความถี่
 M.D. =
• กรณีแจกแจงความถี่
 M.D. =                           
 โดยที่ fi คือ ความถี่ของอันตรภาคชั้นที่ i
   xi คือ จุดกึ่งกลางของอันตรภาคชั้นที่ i
       x คือ คาเฉลี่ยเลขคณิตของขอมูล

∑|xi - x|
n

∑fi|xi - x|
∑fi

ตัวอยาง
กำหนดขอมูลดังตาราง จงหา P50, D7, Q3

คะแนน
3
5
8
10
20
รวม

ความถี่ (f)
2
3
5
3
4
17

คะแนน
3
5
8
10
20

ความถี่ (f)
2
3
5
3
4

N = 17

ความถี่สะสม
2
5
10
13
17

วิธีทำ

ตำแหนงของ P50 =       (17 + 1) = 9
ดังนั้น P50 = 8
ตำแหนงของ D7  =      (17 + 1) = 12.6
ดังนั้น D7  = 10
ตำแหนงของ Q3  =     (17 + 1) = 13.5
ดังนั้น Q3  = 10 + 5 = 15

50
100
7
10

3
4

การวัดการกระจาย (2)

Ê¶ÔµÔ (5)

1. คาการกระจายเปนบวกหรือศูนยเสมอ โดยเปน 0 เมื่อคาของขอมูลทุกคาเทากันหมด
2. ถาขอมูลชุด y ทุกๆ ตัว สัมพันธกับขอมูลชุด x แตละตัว ตามสมการ yi = axi + b แลวจะไดวาคาการกระจายขอมูลชุด y เปน |a| เทาของชุด x

สมบัติของคาการกระจายสัมบูรณ

สวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของกลุมตัวอยาง จะใชสัญลักษณ S.D. 
แตถาเปนสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของประชากร จะใชสัญลักษณ 
σ (อานวา ซิกมา)
• กรณีไมแจกแจงความถี่

• กรณีแจกแจงความถี่

สวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน

หรือ S.D. =

หรือ S.D. =

 S.D. = ∑
n - 1

n
i = 1 (xi - x)

2 ∑
n - 1

n
i = 1x  - nx

22
i

= σ ∑
N

n
i = 1 (xi - µ)

2

หรือ  = - µ2 σ ∑
N

n
i = 1x  2i

 S.D. = ∑
n - 1

k
i = 1 fi(xi - x)

2 ∑
n - 1

k
i = 1 fix  - nx

2

= σ หรือ  - µ2 σ

2
i

∑
N

k
i = 1 fi(xi - µ)

2 ∑
N

k
i = 1 fix 2i

ตัวอยาง
จงหาสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของอายุ (ป) ของเด็ก 8 คน ซึ่งมีอายุดังนี้
15, 14, 12, 10, 10, 9, 8, 6
วิธีทำ
ในที่นี้จะหาสวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน โดยใชสูตร σ =

จาก µ = x = 

แทนคาจะได µ =        = 10.5

จาก σ =   

แทนคาจะได σ  =                         
 σ  =  118.25 - 110.25
      =  8 
      =  2.83 ป

- µ2
N

2
i∑fix

xi

x
15
2252

i
2
i

14
196

12
144

10
100

10
100

9
81

8
64

6
36

∑xi = 84
∑x  = 946

∑xi
N

84
8

- µ2∑
N

k
i = 1 x 2i

- (10.5)2946
8

การวัดการกระจาย
สัมบูรณ (2)
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