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ตัวอย่าง	 จงหาเศษส่วนของ 0 891 .

วิธีทำ� 8 9 10 891 0
10 100 1000

= + + + + . ...

  ซึ่งถ้าสังเกตให้ดี จะพบว่า 8 จะมีพหุคูณเป็น 1
10

      9 จะมีพหุคูณเป็น 
2

1
100

1
10

=  

      1 จะมีพหุคูณเป็น 
3

1
1000

1
10

=

  ดังนั้น จะได้ว่า 
2 64 53

8 9 1 8 9 10 891 0
10 10 10 10 10 10

= + + + + + + + . ...

  ซึ่งจะมีเลขชี้กำาลังห่างกันทีละ 3 ทำาให้สามารถจัดรูปใหม่ได้ว่า

  
4 5 62 3

8 8 9 9 1 10 891 0
10 10 10 10 10 10
     

= + + + + + + + + +     
     

 . ... ... ...

  64 52 3

1 1 1 1 1 10 891 0 8 9 1
10 10 10 10 10 10
     

= + + + + + + + + +     
     

 . ... ... ...

  ให้  
4

1 1
10 10

A+ + =...   …(1)

     
2 5

1 1
10 10

B+ + =...   …(2)

     
3 6

1 1
10 10

C+ + =...   …(3)

  นำา 10 คูณ (2) และนำา 100 คูณ (3) จะได้

     10B = 100C = A

  ดังน้ัน หา A ด้วยวิธีีฮิิวริสติกจากกระบวนก�รวนซ้ำำ�� (Recursive Method) 

  โดยจัดรูปด้วยการคูณสมการ (1) ด้วย 1
1000

 จะได้

     
4 7

11
0 10010 0
1

1
A+ + =...   …(4)

  เม่่อนำาไปเทียบกับ (1) จะได้

     1 1
10 1000

A A+ =

  จะได้  
1 11

10 1000
A

 
= − 
 

     1 999
10 1000

A=

     1000
9990

A =



2
บทท่�

37

สมการ

ตััวอย่่าง จงหาค่่าสููงสุูดของ – 4x2 – 16x – 18

วิิธีีทำำ� วิิธีีทีำ� 1 :  จัดรููปพหุนามให้อยูู่่ในรููปกำำาลัังสูองสูมบููรูณ์์ จะได้

( ) ( ) ( )

[ ]

[ ]

2

22

2

2

2

2

4

9
2

94 2 4
2

4 2 2

4

2 2

1816 18 4
4

4 2 2

x xx

x

x

x

x

x

⎛ ⎞− − = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎤⎡⎡ ⎤= − ⎥⎢⎣

− +

+ +

⎡ ⎤= − + − +

=

⎦

⎢

+

⎥⎣ ⎦

⎦

−

−
⎣

+ −

( )

  จะพบูว่่า เม่�อ x = – 2 จะทำำาให้ x + 2 = 0 แลัะจะได้ค่่าเป็น – 2 ซ่ึ่�งเป็นค่่ามากำท่ำ�สุูด

  วิิธีีทีำ� 2 :  ค่่า x ท่ำ�ทำำาให้พหุนาม – 4x2 – 16x – 18 ม่ค่่าสููงสุูดหรู่อต่ำำ�าสุูดค่่อ

( 16) 2
2 2( 4)
bx
a

−
= − = − = −

−

  แทำนค่่า x กำลัับูไปในพหุนาม จะได้

– 4(– 2)2 – 16(– 2) – 18 = – 16 + 32 – 18 = – 2

สมการพหุุนามดีีกรีสาม
สูมกำารูพหุนามด่กำรู่สูาม ค่่อ สูมกำารูท่ำ�ม่ค่ำาต่ำอบู 3 ค่ำาต่ำอบู โดยู่สูามารูถพิจารูณ์าได้จากำ

ax3 + bx2 + cx + d = 0

ซ่ึ่�งสูามารูถเข่ยู่นเป็นพหุนามโมนิกำได้ว่่า

     3 2 0b c dx x x
a a a

     + + + =     
     

   …(1)

สูมมติ่ำให้ α1, α2, α3 เป็นค่ำาต่ำอบูของสูมกำารูดังกำล่ัาว่ จะได้ว่่า
     (x – α1) (x – α2) (x – α3) = 0

แลัะถ้าหากำคู่ณ์กัำน จะได้

    x3 – (α1 + α2 + α3)x
2 + (α1α2 + α1α3 + α2α3)x – α1α2α3 = 0 …(2)

เท่ำยู่บู (1) กัำบู (2) ทำำาให้ได้ว่่า

      

= +          +α  α     α  α     α  α

α  α  α

= −     +      +(                   )α     α     α1            2          3

1      2           1      3           2      3

1      2       3

b
a
c
a
d
a

= −

ซ่ึ่�งถ้าสัูงเกำต่ำจะพบูว่่า ในกำรูณ่์ทัำ�ว่ไป (ทำ่�สูามารูถแยู่กำต่ำวั่ปรูะกำอบูเพ่�อหาค่ำาต่ำอบูของ x ได้) จะทำำาใหเ้รูาสูามารูถสูรูปุได้ว่่า

ผลับูว่กำของรูากำ (ค่ำาต่ำอบู) = – k2                   ผลัคู่ณ์ของรูากำ (ค่ำาต่ำอบู) = (– 1)nkn

เม่�อ k2 ค่่อ สัูมปรูะสิูทำธิิ์�ของพหุนามโมนิกำตั่ำว่ท่ำ�สูองถัดจากำด่กำรู่สููงสุูด

kn ค่่อ สัูมปรูะสิูทำธิิ์�ของพหุนามโมนิกำตั่ำว่สุูดท้ำายู่ (ท่ำ�ม่เฉพาะตั่ำว่เลัข)

n ค่่อ จำานว่นด่กำรู่ (เลัขช่ี้�กำำาลัังสููงสุูด)
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มััธยฐานของรููปสามัเหล่ี่�ยมั
จุุดเซนทรอยด์ และจุุดออร์โทเซนเตอร์

E

D

F

H

G
I

A

BC

เส้้นเซเวีียน (Cevian) : เส้้นตรงท่ี่�ลากจากจุดยอดไป “แบ่่งคร่�ง” กับด้านตรงข้้ามมุม

จุุดเซนทรอยด์ (Centroid) : จุดศููนย์กลางท่ี่�เกิดจากการตัดกันข้องเส้้นเซเว่ียน 

ข้้อควีรร้้ : จุดเซนที่รอยด์จะเป็นจุดท่ี่�อยู�ภายในรูป

ส้ามเหล่�ยมเส้มอ

A

BC E

D

F

H

G
I

จุุดออร์โทเซนเตอร์ (Orthocenter) : จุดท่ี่�เกิดจากการตัดกันข้องเส้้นเซเว่ียนท่ี่� “แบ่่งคร่�ง + ต้�งฉาก” แต�ละด้าน

ข้้อควีรร้้ : ส้ำาหรับส้ามเหล่�ยมท่ี่�ม่ลักษณะเป็นมุมป้าน 

จุดออร์โที่เซนเตอร์จะอยู�นอกรูปส้ามเหล่�ยม

ทฤษฎีีบ่ทข้องเซวีา

ที่ฤษฎ่ีบที่ข้องเซวีา (Ceva’s Theorem) ใช้้ในการหาด้านข้องรูปส้ามเหล่�ยมท่ี่�ถููกแบ�งโดยเส้้นเซเว่ียน (Cevian Line)  

ซ่�งเป็นเส้้นตรงท่ี่�แบ�งคร่�งมุมส้ามเหล่�ยมและทัี่�งหมดจะตัดกันท่ี่�จุดจุดหน่�งภายในส้ามเหล่�ยมนั�น โดยเราจะเร่ยกจุดดังกล�าวีวี�า  

“จุุดม้ัธยฐาน หรือจุุดเซนทรอยด์”
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การวัดและเรขาคณิ
ต

เฉลี่ยแนวข้อสอบ Advance Math (การูวัดแลี่ะเรูขาคณิิต) ชุุดท่ี่� 2 

ข้้อ เฉลย ข้้อ เฉลย ข้้อ เฉลย

1. 5 6. 3 11. 5

2. 2 7. 2 12. 3

3. 3 8. 5 13. 4

4. 4 9. 3 14. 2

5. 3 10. 4 15. 1

เฉลยอย่างละเอียด

1. ให้ A(1, 1), B(4, 3), C(3, – 2) โดยท่ี่� C เป็นภาพท่ี่�ได้จากการหมุนจุด B รอบจุด A ถู้าจุด P(m, n) เป็นภาพท่ี่�

ได้จากการหมุนจุด (– 2, 0) รอบจุด A ในลักษณะเด่ยวีกับจุด C และจุด Q(a, b) เป็นภาพท่ี่�ได้จากการส้ะท้ี่อน

จุด P ด้วียแกน x แล้วี a – 2b ม่ค�าเที่�าไร

1. – 8 2. – 4 3. 0

4.  4  8

วิีธีทำา จากโจที่ย์ การหมุนจากจุด B ไปยังจุด C เป็นการหมุนแบบตามเข็้ม ดังนั�น จากจุด D ไปยังจุด P ก็จะต้อง 

  เป็นการหมุนแบบตามเข็้มด้วีย โดยวีาดรูปได้ดังน่� 

D(-2, 0)

C(3, -2)

B(4, 3)

A(1, 1)

P(m, n)

  หาควีามช้ันข้อง AB จะได้วี�า  3
3 1 2
4 1ABm −= =
−

  หาควีามช้ันข้อง AC จะได้วี�า  
2 1 3
3 1 2ACm =
−

= −− −

  ซ่�งจะพบวี�า    2 1
3

3
2AB ACm m  × −


⋅ = = − 



  แส้ดงวี�าเส้้นตรง AB และเส้้นตรง AC ตั�งฉากกัน

  ดังนั�น เส้้นตรง AD และเส้้นตรง AP ก็จะตั�งฉากกันเช้�นเด่ยวีกัน

  หาควีามชั้น AD จะได้วี�า   
0 1
2

1
31ADm −

−
= =
−
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ตรีโกณ
มิติและฟั

งก์ชัน

แนวข้้อสอบ Advance Math (ตรีีโกณมิิติและฟัังก์ชััน)  
ชุัดทีี่� 2

1. กำ�หนดให้ A และ B เป็นมุมแหลมซึ่ง 2 2 )1 1 1sin sin sin (
3

1 cos
4 2

BA A B+++ =  แล้ว 27(sin2A + cos2B) 

มีค่�เท่�ใด

1.  6 2. 12 3. 18

4. 24 5. 30

2. กำ�หนดให้ 0° < θ < 90° สอดคล้องกับสมก�ร cos cos cos 0s
sin 1 s

ec
cose in 1 sinc

− − + =
− − +

 แล้ว sec2θ + tan2θ 

มีค่�เท่�ใด

1. 4 2. 5 3. 6

4. 7 5. 8

3. กำ�หนดให้ 5(cos4θ – sin4θ) = 2(sec4θ – tan4θ) แล้ว 
4 4cosec cot
3
−  มีค�่เท่�ใด

1. 1 2. 2 3. 3

4. 4 5. 5

4. ให้ส�มเหลี่ยม ABC เป็นรูปส�มเหลี่ยมที่มี a = BC, b = AC และ c = AB ถ้� 1 1 3
a b c b a b c

+ =
+ + + +   

จงห�ว่�มุม B ก�งกี่องศ�

1. 30 2. 45 3. 60

4. 90 5. 120

5. กำ�หนดให้ cos A + cos2A = 1 แล้ว 5sin12A + 8sin10A มีค่�เท่�กับเท่�ไร

1. 0.25 2. 0.5 3. 0.75

4. 1 5. 1.25

6. กำ�หนดให้ 0° ≤ θ ≤ 90° โดยที่ tan θ (1 – sin θ) 2cos2tan (1 sin )
cos

− =  ถ้� sin2θ มีค�่เท่�กับ 5m
n  โดยที่ ห.ร.ม. m, n 

มีค�่เท่�กับ 1 แล้ว จงห�ค่�ของ m + n กำ�หนดให้ cos2θ = 1 – 2sin2θ, sin2θ = 2sinθcosθ

1. 11 2. 13 3. 15

4. 17 5. 19

7. กำ�หนดให้ส�มเหลี่ยม ABC มี AB = 2, AC = 3 และ BC = 4 แล้ว จงห�ค�่ของ 2sin
2
C  กำ�หนดให้ cos2θ = 

1 – 2sin2θ

1.  1
128  2.  1

64  3.  1
32

4.  1
16  5.  1

8
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การเลืือก (การจััดหมู่่�)

การเลืือก เป็็นการนับเหตุุการณ์์ตุ่าง ๆ  ท่ี่�ม่ีคุุณ์สมีบัติุเช่่นเด่ียวกับการสับเป็ล่ื�ยน แตุ่ม่ีข้้อแตุกตุ่างท่ี่�ว่า “ไมู่�มีู่การกำาหนด

ลืำาดับ” ดัีงนั�น สูตุรท่ี่�ใช้่สำาหรับการเลืือก จึึงเป็็นสูตุรเด่ียวกันกับสูตุรการสับเป็ล่ื�ยน เพีย่งแตุ่ “เอาลืำาดับของเหตุุการณ์์ออก” 

(จึากหลัืกการคูุณ์สำาหรับเหตุุการณ์์ท่ี่�ขึ้�นตุ่อกัน เมืี�อนับเพิี�มีคืุอคูุณ์เข้้า ดัีงนั�น เมืี�อหักออกจึึงหมีายถึึงหารออก) ตุามีสมีการ

!
( )! !( , )

( )!! !
C

r

n
n n r nn r
r r n r

  −
= = =  − 

ตััวอย่่าง	 นำาลูืกบอลื 3 ลูืกท่ี่�แตุกตุ่างกัน เลืือกมีาท่ี่ลืะ 2 ลูืก จึะได้ีก่�วิธ่ี

วิิธีีทำำา จึากโจึที่ย์ จึะสามีารถึหาได้ีว่าจึำานวนวิธ่ีในการเลืือกคืุอ 

3 3! 3
2!(3 2)!2

 
= =  − 

 วิธี่

หากสังเกตุจึากรูป็ตัุวอย่างข้องการสับเป็ล่ื�ยนลูืกบอลื จึะเห็นว่า “ลูืกบอลืส่ท่ี่�ซ้ำำ�ากันจึะถูึกหักออก” ซึ้ำ�งหมีายคุวามีว่า ใน

สูตุรข้องการเลืือกน่� จึะไม่ีสนใจึลูืกบอลืส่ท่ี่�ซ้ำำ�ากัน แม้ีว่าจึะม่ีการสลัืบตุำาแหน่งกัน (ซึ้ำ�งก็หมีายถึึงหักการสลัืบลืำาดัีบออกไป็นั�นเอง)

วิิธีี Star & Bar

วิธ่ี Star & Bar เป็็นเที่คุนิคุท่ี่�ถูึกคิุดีคุ้นขึ้�นมีาโดีย William Feller เพืี�อใช้่อธิีบายปั็ญหาสำาหรับการใส่ข้อง n สิ�ง  

(แที่นด้ีวยรูป็ดีาวหรือ Star) ลืงในกล่ือง r กล่ือง (แที่นด้ีวยไม้ีกั�นกล่ืองหรือ Bar) ซึ้ำ�งจึะม่ีหลัืกการดัีงน่�

ตััวอย่่าง	 นำาลูืกบอลื 3 ลูืก มีาใส่กล่ือง 2 กล่ือง จึะได้ีก่�วิธ่ี

วิิธีีทำำา ขั�นทีำ� 1 : กำาหนดีให้ ลูืกบอลื =  « แลืะไม้ีกั�นกล่ืองแที่นด้ีวย | จึะได้ี

«|««  (รูป็แบบวิธ่ีหนึ�งข้องการแบ่ง)

    ซึ้ำ�งเราจึะเห็นว่า หาก “จึำานวนกล่ือง” คืุอ 2 กล่ือง จึะแที่นด้ีวยไม้ีกั�น 1 อัน หรือ

ใช้่ไม้ีกั�น = จึำานวนกล่ือง – 1 = 2 – 1 อัน

  ขั�นทีำ� 2 : มีองว่า n = ผลืรวมีข้อง « แลืะ | จึะได้ีว่า ในตัุวอย่างน่� n = 4

  ขั�นทีำ� 3 : นำาลืำาดัีบข้อง « (ม่ี 3 อัน) แลืะ | (ม่ี 1 อัน) ออกไป็ ซึ้ำ�งจึะได้ีว่า

( 1)4 4
2

21
!

! ! 1
3

3
+ − 

= = − 
 วิธี่

  เมืี�อลืองเร่ยง « แลืะ | ตุามีโจึที่ย์ จึะได้ีว่า ลัืกษณ์ะการนำาลูืกบอลื 3 ลูืก มีาใส่กล่ือง 2 กล่ือง ม่ีดัีงน่�

1. |«««         2. «|««         3. ««|«         4. «««|
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10. ถ้้าข้้อมููลชุุดหน่ึ่�งมีู 20 จำำานึ่วนึ่ โดยมีูค่่าเฉลี�ยเลข้ค่ณิิตเท่่ากัับ 40 และส่่วนึ่เบี�ยงเบนึ่มูาตรฐานึ่เท่่ากัับ 4 แต่พบ

จุำดที่�ผิิด 4 แห่งคื่อ ข้้อมููล 9 อ่านึ่ผิิดเป็็นึ่ 2, ข้้อมููล 4 อ่านึ่ผิิดเป็็นึ่ 8, ลืมูอ่านึ่ข้้อมููลไป็ 1 ค่่าคื่อ 3 และอ่านึ่ข้้อมููล 

เกิันึ่มูา 1 ค่่าคื่อ 4 อยากัท่ราบว่ากัำาลังส่องข้องส่่วนึ่เบี�ยงเบนึ่มูาตรฐานึ่ที่�ถู้กัต้องมีูค่่าเท่่ากัับเท่่าใด  

1.  6.66 2.  7.07 3.  8.48

  9.09 5.  10.11

วิิธีีทำำ� จำากัสู่ตรค่่าเฉลี�ยเลข้ค่ณิิต

         
x

x
n

= ∑

  ดังน้ัึ่นึ่     40 20
x

= ∑

      800x =∑
  จำากัสู่ตรส่่วนึ่เบี�ยงเบนึ่มูาตรฐานึ่

         
2

2x
SD x

n
= −∑

  ดังน้ัึ่นึ่         
2

2

2
4 40

0
x

= −∑

          
2

0
2

16 60
0

1
x

= −∑

      2 32,320x =∑
  แต่เนืึ่�องจำากัมีูข้้อมููลท่ี�ผิิดอยู่ 4 ข้้อมููล ดังนึ่ั้นึ่ จำะได้ค่่าผิลรวมูท่ี�ถู้กัต้อง ดังนึ่ี้ (ส่ีเข้ียวคื่อ บวกัค่่าท่ี�ถู้กัเข้้าไป็  

  ส่่วนึ่ส่ีแดงค่ือ ลบค่่าที่�อ่านึ่ผิิดออกั)

       29 4 8800 02 43 8x − −+ −+= =+∑

     2 2 2 2 2 2 29 4 2432 8 32,34, 20 2 33x + + =−= −+−∑

  ดังน้ัึ่นึ่ จำะได้ค่่าเฉลี�ยเลข้ค่ณิิตท่ี�ถู้กัต้องค่ือ

      802 40.1
20

x = =

  และจำะได้กัำาลังส่องข้องส่่วนึ่เบี�ยงเบนึ่มูาตรฐานึ่ท่ี�ถู้กัต้องคื่อ

     2 2 9.09
20

32,342 40.1SD == −


